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Definition Eine Zahlenfolge (a,) ist eine Funktion mit einer Menge natiirlicher Zahlen als Definitionsbereich und einer Menge reeller Zahlen als Wertebereich. Die Glieder der
Zahlenfolge Zahlenfolge (a,) bezeichnet man mit ay, a,, a;, ....

k,mn.. Argument

a, ay, as, ... erstes, zweites , ... Folgeglied

a, oder ay n-tes oder k-tes Folgeglied

(ay) oder (ay) oder (aj, a,, a3, ...)  gesamte Folge
Bildungs- rekursive Zuordnungsvorschrift: Jedes Glied der Zahlenfolge wird aus vorangehenden Gliedern gewonnen. Benétigte Anfangsglieder miissen angegeben werden.
vorschriften explizite Zuordnungsvorschrift: Funktionsgleichung, mit der sich jedes Glied unmittelbar durch Einsetzen berechnen 14sst.
Definition Eine Zahlenfolge (a,) hei3t arithmetische Folge genau dann, wenn es eine Zahl | Eine Zahlenfolge (a,) heil3t geometrische Zahlenfolge genau dann, wenn es eine
arithmetisch, deR gibt, so dass fiir alleneN gilt: @, =a, +d. Zahl qeR (q # 0) gibt, so dass fir alle neN gilt: a_ ., =da,:-

h g g n+l n g g n+l n q

geometrise Die Zahl d hei3t Differenz der arithmetischen Zahlenfolge. Die Zahl q hei3it Quotient der geometrischen Zahlenfolge.
Satzl BV Wenn (a,) eine arithmetische Folge ist, so gilt fiir alle neN: a, =a, + (n - 1)- d | Wenn (a,) eine geometrische Folge ist, so gilt fiir alle neN: a, = a, .q”’l
expl.
arithmetisch,
geometrisch
Definition (ay) sei eine Zahlenfolge.
Monotonie (a,) heiit streng monoton wachsend genau dann, wenn fiir jedes n gilt: a, < a,+;

(a,) hei3it streng monoton fallend genau dann, wenn fiir jedes n gilt: a, > a4
(a,) heiit monoton wachsend genau dann, wenn fiir jedes n gilt: a, < a,4;
(ay) heifit monoton fallend genau dann, wenn fiir jedes n gilt: a, > a,.,

(an) heifit alternierend genau dann, wenn das Vorzeichen von Glied zu Glied wechselt. < Fiir alle neN gilt: a,-a,,, <0
Definition (a,) sei eine Zahlenfolge.
Schranken (a,) hei3it nach oben beschriinkt genau dann, wenn es eine reelle Zahl s gibt, so dass fiir alle n gilt: a, <'s. Die Zahl s heil}t obere Schranke von (a,).

(a,) heiB3t nach unten beschrinkt genau dann, wenn es eine reelle Zahl s gibt, so dass fiir alle n gilt: a, > s. Die Zahl s heif3t untere Schranke von (a,).
(ay) heifit beschrinkt genau dann, wenn (a,) nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Definition Es sei acR und >0 beliebig. Die e-Umgebung von a heifit das offene Intervall Ug(a) = Ja-¢; at+e[ = {yeR|a-e<y<ate}

Grenzwert Die Zahl geR heifit Grenzwert der Zahlenfolge (a,), wenn fiir jede Zahl >0 fast alle (alle, bis auf endlich viele) Zahlenfolgeglieder von (a,) in der
e-Umgebung von g liegen, d.h., dass die Betragsungleichung |a, — g|<e ab einem bestimmten n immer erfiillt ist.

Eine Zahlenfolge heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. Eine Zahlenfolge heif3t divergent, wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

Eine Zahlenfolge, die die Zahl Null als Grenzwert hat, heif3t Nullfolge.

Satz: Eine Zahlenfolge kann hochstens einen Grenzwert besitzen.

Eindeutigkeit Beweisidee: (indirekter Beweis) Annahme: ,,.Die Zahlenfolge besitzt zwei Grenzwerte g; und g,.* fithrt zum Widerspruch
des Grenzwertes

Satz Die Zahlenfolge (a,) konvergiere gegen g;, die Zahlenfolge (b,) konvergiere gegen g,. Dann gilt:

lim(an b, ) =lima, tlimb, =g tg, lim(an -bn) =lima, -limb, =g, g, b,#0 und g,#20 = lim s " 81

n—>0 n—o b

Grenzwertsitze ( a J lima

limb, g,

n—om
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Definition Ist (a,) = (a;; ap; as; ...) eine Zahlenfolge, so bezeichnet man die Zahlen
Partialsummen |s;=a;
Partialsummen- |s,=a; +a, =sta
folge s;=a;tata; =S, t a3
sk=a;ta+...ta =Sk T ag
k
als Partialsummen (Teilsummen) der Folge (a,). k-te Partialsumme: S, = Zai
i=1
Die Folge (sy) = (s1; S; -..; Sx) heiBit Partialsummenfolge von (a,). rekursive Definition: s; = a;; Sg+; = S + 2
Satz (an) = (a;; ap; a3; ...) sei eine arithmetische Zahlenfolge mit der Differenz d. (a,) sei eine geometrische Zahlenfolge mit dem Quotienten g=1.
Partialsumme o . _ k k(k — 1) d a +a, k_q
arithmetisch, Fiir die k-te Partialsumme gilt: s, = zai =ka, + =k~ - Fiir die k-te Partialsumme gilt: 5, = a, ——.
geometrisch =l q-1
(ay) sei eine geometrische Zahlenfolge mit dem Quotienten q=1.
Fiir die k-te Partialsumme gilt: s, =k -q, .
Definition (an) sei eine Zahlenfolge. Die Folge der Partialsummen s, =a, +a, +a, +...+a, (n=1, 2, 3, ...) heit (unendliche) Reihe.
(Unendliche) o
Reihe Schreibweise: Zak =a,+a,+a,+..
k=1
Die Reihe Zak heilt konvergent, wenn die Folge der Partialsummen (s,) konvergiert.
k=1
Gilt lims, = s, dann konvergiert die Reihe z a, gegen s, man schreibt: Z a, =s . Den Wert s nennt man Summe der Reihe.
n—o k=1 k=1
Eine nichtkonvergente Reihe wird divergent genannt.
Achtung: Das Symbol z a, hat zwei Bedeutungen: Es bezeichnet die Partialsummenfolge und den Grenzwert der Partialsummenfolge.
k=1
Satz . - : :
Konvergenz- Ist (a,) eine Zahlenfolge und gilt ;ak =s, so ist (a,) eine Nullfolge.
ll;izl;lréiung fiir (Notwendige Konvergenzbedingung: Ist (a,) keine Nullfolge, so divergiert die Reihe.)
(Keine hinreichende Bedingung: Ist (a,) eine Nullfolge, so muss die Reihe nicht zwangsldufig konvergieren. (Bsp.: harmonische Reihe))
Satz Arithmetische Reihen sind stets divergent. . . - o . .
Reihe Die geometrische Reihe Zalq konvergiert genau dann, wenn |q| <1 ist.
arithmetisch, - o
geometrisch Sie hat dann die Summe s =) a,4"" = %

k=1 1_q.




